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基于稀疏信号重构的 ＤＯＡ和极化角度估计算法
田　野，练秋生，徐　鹤

（燕山大学信息科学与工程学院，河北秦皇岛０６６００４）

　　摘　要：　现有的波达方向（ＤｉｒｅｃｔｉｏｎＯｆＡｒｒｉｖａｌ，ＤＯＡ）和极化参数估计方法大多基于子空间理论．本文从稀疏信
号重构角度出发，提出了一种新的ＤＯＡ和极化角度估计算法．该算法首先构建一个只包含ＤＯＡ信息的累积量矩阵模
型，然后基于加权ｌ１范数最小化获得ＤＯＡ估计．在ＤＯＡ估计的基础上，进一步通过求和平均运算构建三个包含不同
极化信息的累积量向量模型，利用Ｚｈａｎｇ惩罚进行稀疏性约束，获得近似无偏的极化角度估计．阐述了如何利用极化
信息来区分两个入射角度一样的信源信号．计算机仿真结果验证了所提算法的有效性．
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１　引言
　　波达方向（ＤｉｒｅｃｔｉｏｎＯｆＡｒｒｉｖａｌ，ＤＯＡ）估计是阵列信号
处理领域的核心研究内容之一，它在智能天线、无线通信、

雷达、声呐、电子侦查及地震勘探等领域有着广泛的应用前

景［１］，受到了国内外学者的广泛关注，各种适用于ＤＯＡ估
计的算法被相继提出［２～５］．这些算法均基于标量传感器阵
列，它们不能充分利用ＥＭ信源信号的极化信息．

在无线通信和雷达领域，极化敏感阵列已被证明

可以获得比标量传感器更多的优势［６，７］．鉴于这一事
实，一些适用于ＤＯＡ和极化参数估计的算法也被提出，
包括矢量叉积算法［８］，极化类 ＥＳＰＲＩＴ算法［９～１１］，极化

四元数 ＭＵＳＩＣ算法［１２，１３］，极化双模 ＭＵＳＩＣ算法［１４］，极

化ＭＯＤＥ算法［１５］等．上述算法大都基于子空间理论，由

于理论框架的限制其分辨率性能有限，且不能充分利

用信号的极化信息．
近年来，稀疏信号重构作为一种新的理论框架逐

渐被引入到ＤＯＡ估计领域．目前已出现的稀疏信号重
构类ＤＯＡ估计算法主要包括ｌ１范数惩罚算法

［１６］、加权

ｌ１范数惩罚算法
［１７，１８］、ｌ０范数逼近算法

［１９，２０］以及迭代重

加权最小范数算法［２１］等．和传统子空间类 ＤＯＡ估计算
法相比，稀疏信号重构类算法具有分辨率高、噪声鲁棒

性好、无需精确的初始条件等优势．然而值得注意的是，
现有的稀疏重构类ＤＯＡ估计算法大都存在估计偏的问
题［２２］，这在一定程度上影响了参数估计性能，并严重制

约其向极化敏感阵列的拓展．
为了充分利用 ＥＭ信号的极化信息并克服现有稀
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疏信号重构类ＤＯＡ估计算法存在的共性问题，本文借
助ＣＯＬＤ（ＣｏｎｃｅｎｔｅｒｅｄＯｒｔｈｏｇｏｎａｌＬｏｏｐａｎｄＤｉｐｏｌｅ）阵列，
提出了一种新的基于稀疏信号重构的ＤＯＡ和极化角度
估计算法．该算法步骤如下：（１）构建累积量矩阵并基
于加权ｌ１范数最小化获得 ＤＯＡ估计；（２）通过求和平
均运算构建三个特殊的累积量向量，利用Ｚｈａｎｇ惩罚进
行稀疏性约束获得极化角度估计；（３）利用估计的极化
信息判断是否有两个信源从相同的方向入射到阵列．
最后通过仿真实验验证了所提算法的有效性．

２　极化远场源模型
　　考虑Ｋ个完全极化远场窄带信号入射到一个由 Ｌ
＝２Ｍ＋１个 ＣＯＬＤ阵元组成的均匀线阵上．如图 １所
示，其第ｍ（ｍ＝－Ｍ，…，Ｍ）个阵元以间距 ｄ均匀分布
在ｙ轴上．偶极子平行于 ｚ轴，电磁环平行于 ｘｙ平面．
椭圆极化方式下的电场输出可表示为

Ｅ＝Ｅθθ＋Ｅ （１）
式（１）中，Ｅθ代表水平分量，Ｅ代表垂直分量，θ和 
分别代表沿方位角θ和俯仰角的球面单位向量．对于
给定的信号极化，电场分量可进一步表示为

Ｅθ＝Ｅ０ｃｏｓ（γ），

Ｅ＝Ｅ０ｓｉｎ（γ）ｅ
ｊη

（２）

式（２）中，Ｅ０代表非零复信号幅度，γ∈［０，π／２）和 η∈
［－π，π］分别代表信号的极化角度和极化相位差．

基于式（１）和式（２），得到入射信号的电场和磁场
分别为

Ｅ＝Ｅθθ＋Ｅ＝Ｅ０［ｃｏｓ（γ）θ＋ｓｉｎ（γ）ｅ
ｊη］ （３）

Ｈ＝Ｅθ－Ｅθ＝Ｅ０［ｃｏｓ（γ）－ｓｉｎ（γ）ｅ
ｊηθ］ （４）

　　为方便且不失一般性，假设天线和入射信号是共
面的，即＝９０°，则式（３）和式（４）可重新表示为
Ｅ＝Ｅ０［ｃｏｓ（γ）（－ｓｉｎ（θ）ｘ＋ｃｏｓ（θ）ｙ）－ｓｉｎ（γ）ｅ

ｊηｚ］ （５）
Ｈ＝Ｅ０［ｓｉｎ（γ）ｅ

ｊη（ｓｉｎ（θ）ｘ－ｃｏｓ（θ）ｙ）－ｃｏｓ（γ）ｚ］ （６）
其中，ｘ，ｙ和ｚ分别代表沿ｘ，ｙ，ｚ方向的单位向量．

由于本文采用ＣＯＬＤ阵列，ｘ轴和ｙ轴无分量输出，
则第ｍ个偶极子输出ｕ［ｌ］ｍ （ｔ）和电磁环输出ｕ

［ｄ］
ｍ （ｔ）为

　ｕ［ｌ］ｍ （ｔ）＝－∑
Ｋ

ｋ＝１
ｓｋ（ｔ）ｃｏｓ（γｋ）ｅ

ｊｍωｋ＋ｎ［ｌ］ｍ （ｔ） （７）

　ｕ［ｄ］ｍ （ｔ）＝－∑
Ｋ

ｋ＝１
ｓｋ（ｔ）ｓｉｎ（γｋ）ｅ

ｊηｋｅｊｍωｋ＋ｎ［ｄ］ｍ （ｔ） （８）

其中，ｓｋ（ｔ）代表第ｋ个信源信号，ｎ
［ｌ］
ｍ （ｔ）和 ｎ

［ｄ］
ｍ （ｔ）分别

代表耦合在第 ｍ个偶极子和电磁环的加性噪声，ωｋ＝
－２πｄｓｉｎ（θｋ）／λ，λ为载波波长．
以第０个阵元为相位参考点，阵列输出可表示为

　ｕ［ｌ］（ｔ）＝Ａｓ［ｌ］（ｔ）＋ｎ［ｌ］（ｔ） （９）
　ｕ［ｄ］（ｔ）＝Ａｓ［ｄ］（ｔ）＋ｎ［ｄ］（ｔ） （１０）
其中

　ｕ［ｌ］（ｔ）＝［ｕ［ｌ］－Ｍ（ｔ），ｕ
［ｌ］
－Ｍ＋１（ｔ），…，ｕ

［ｌ］
Ｍ （ｔ）］

Ｔ （１１）
　ｕ［ｄ］（ｔ）＝［ｕ［ｄ］－Ｍ（ｔ），ｕ

［ｄ］
－Ｍ＋１（ｔ），…，ｕ

［ｄ］
Ｍ （ｔ）］

Ｔ （１２）
　ｓ［ｌ］（ｔ）＝－［ｓ１（ｔ）ｃｏｓ（γ１），…，ｓＫ（ｔ）ｃｏｓ（γＫ）］

Ｔ （１３）
　ｓ［ｄ］（ｔ）＝－［ｓ１（ｔ）ｓｉｎ（γ１）ｅ

ｊη１，…，ｓＫ（ｔ）ｓｉｎ（γＫ）ｅ
ｊηＫ］Ｔ

（１４）
　ｎ［ｌ］（ｔ）＝［ｎ［ｌ］－Ｍ（ｔ），ｎ

［ｌ］
－Ｍ＋１（ｔ），…，ｎ

［ｌ］
Ｍ （ｔ）］

Ｔ （１５）
　ｎ［ｄ］（ｔ）＝［ｎ［ｄ］－Ｍ（ｔ），ｎ

［ｄ］
－Ｍ＋１（ｔ），…，ｎ

［ｄ］
Ｍ （ｔ）］

Ｔ （１６）
其中，上标Ｔ代表转置操作，Ａ＝［ａ（θ１），…，ａ（θＫ）］代
表Ｌ×Ｋ的阵列流型矩阵，其第 ｋ列代表第 ｋ个信号的
导向矢量

　ａ（θｋ）＝［ｅ
－ｊＭωｋ，…，１，…，ｅｊＭωｋ］Ｔ （１７）

　　为保证参数估计的唯一性，本文做如下假设：
［Ａ１］信源信号｛ｓ１（ｔ），…，ｓＫ（ｔ）｝为窄带、统计独立

过程且其四阶累积量非零；

［Ａ２］噪声分量 ｎ［ｌ］（ｔ）和 ｎ［ｄ］（ｔ）为加性统计独立
高斯过程，且与信源信号不相关；

［Ａ３］为避免相位模糊，阵元间距和信源数分别满
足ｄ≤λ／２，Ｋ＜Ｌ．

３　ＤＯＡ和极化角度估计算法

３１　ＤＯＡ估计
为抑制高斯噪声并保证估计精度，本文基于阵列

输出数据分别构建 Ｌ×Ｌ３的自极化和互极化累积量矩
阵，表示为

Ｃ１（珚ｍ，珋ｚ）＝ｃｕｍ ｕ
［ｌ］
ｍ （ｔ），ｕ

［ｌ］
ｎ （ｔ），ｕ［ｌ］ｐ （ｔ），ｕ

［ｌ］
ｑ （ｔ{ }）

＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ｃ４，ｓｋｃｏｓ

４（γｋ）ｅ
ｊｍωｋｅｊ（ｐ－ｎ－ｑ）ωｋ （１８）

Ｃ２（珚ｍ，珋ｚ）＝ｃｕｍ ｕ
［ｄ］
ｍ （ｔ），ｕ

［ｄ］
ｎ （ｔ），ｕ［ｄ］ｐ （ｔ），ｕ

［ｄ］
ｑ （ｔ{ }）

＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ｃ４，ｓｋｓｉｎ

４（γｋ）ｅ
ｊｍωｋｅｊ（ｐ－ｎ－ｑ）ωｋ （１９）

Ｃ３（珚ｍ，珋ｚ）＝ｃｕｍ ｕ
［ｌ］
ｍ （ｔ），ｕ

［ｌ］
ｎ （ｔ），ｕ［ｄ］ｐ （ｔ），ｕ

［ｄ］
ｑ （ｔ{ }）

＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ｃ４，ｓｋｃｏｓ

２（γｋ）ｓｉｎ
２（γｋ）ｅ

ｊｍωｋｅｊ（ｐ－ｎ－ｑ）ωｋ（２０）

Ｃ４（珚ｍ，珋ｚ）＝ｃｕｍ ｕ
［ｄ］
ｍ （ｔ），ｕ

［ｄ］
ｎ （ｔ），ｕ［ｌ］ｐ （ｔ），ｕ

［ｌ］
ｑ （ｔ{ }）

＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ｃ４，ｓｋｃｏｓ

２（γｋ）ｓｉｎ
２（γｋ）ｅ

ｊｍωｋｅｊ（ｐ－ｎ－ｑ）ωｋ（２１）

９４５１
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其中，ｍ，ｎ，ｐ，ｑ∈［－Ｍ，Ｍ］，珚ｍ＝ｍ＋Ｍ＋１，珋ｚ＝（ｐ＋Ｍ）Ｌ２＋
（ｑ＋Ｍ）Ｌ＋ｎ＋Ｍ＋１，ｃ４，ｓｋ代表第ｋ个信号的累积量值，即
ｃ４，ｓｋ＝ｃｕｍ｛ｓｋ（ｔ），ｓ


ｋ（ｔ），ｓｋ（ｔ），ｓ


ｋ（ｔ）｝，代表复共轭操作．

为获得更好的估计结果，定义

Ｃ（珚ｍ，珋ｚ）＝Ｃ１（珚ｍ，珋ｚ）＋Ｃ２（珚ｍ，珋ｚ）＋Ｃ３（珚ｍ，珋ｚ）＋Ｃ４（珚ｍ，珋ｚ）

＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ｃ４，ｓｋｅ

ｊｍωｋｅｊ（ｐ－ｎ－ｑ）ωｋ （２２）

式（２２）说明信源信号在累积量域已被完全接收，这直
接保证了算法的 ＤＯＡ估计精度．同时由于矩阵 Ｃ只包
含信源的ＤＯＡ信息，因此ＤＯＡ估计性能将不受极化参
数的影响．

矩阵Ｃ的列向量ｃｐ，ｑ，ｎ可表示为

ｃｐ，ｑ，ｎ＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ａ（θｋ）ｃ４，ｓｋｅ

ｊ（ｐ－ｎ－ｑ）ωｋ＝Ａｓｐ，ｑ，ｎ （２３）

式（２３）中，ｓｐ，ｑ，ｎ代表Ｋ×１的向量
ｓｐ，ｑ，ｎ＝ ｃ４，ｓ１ｅ

ｊ（ｐ－ｎ－ｑ）ω１，…，ｃ４，ｓＫｅ
ｊ（ｐ－ｎ－ｑ）ω[ ]Ｋ Ｔ （２４）

　　为在稀疏信号重构框架下进行 ＤＯＡ估计，本文对
整个空域进行抽样并形成序列 Ｑ＝｛珋θ１，珋θ２，…，珋θＮ｝，其
中ＮＫ．假定信源均位于 Ｎ个网格内，则可获得式
（２３）的稀疏表示为

ｃｐ，ｑ，ｎ＝珚Ａｘｐ，ｑ，ｎ （２５）
式（２５）中，珚Ａ＝［ａ（珋θ１），…，ａ（珋θＮ）］代表过完备基矩阵，
ｘｐ，ｑ，ｎ＝［ｓ１，ｐ，ｑ，ｎ，…，ｓＮ，ｐ，ｑ，ｎ］

Ｔ代表ｓｐ，ｑ，ｎ的稀疏表示且具有
Ｋ个非零元素．由于矩阵 Ｃ与 ｃｐ，ｑ，ｎ拥有相同的稀疏特
性，因此有

Ｃ＝珚ＡＸ （２６）
式（２６）中，Ｘ是包含所有列向量ｘｐ，ｑ，ｎ的矩阵．假定信源
数Ｋ已知或已通过ＡＩＣ或ＭＤＬ准则准确估计［２３］，则可

通过对矩阵 Ｃ进行奇异值分解（ＳｉｎｇｕｌａｒＶａｌｕｅＤｅｃｏｍ
ｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＳＶＤ）来降低计算复杂度，得到

ＣＳＶ＝珚ＡＸＳＶ （２７）
其中，Ｃ＝ＵＬＶＨ，ＣＳＶ＝ＣＶＤＫ，ＸＳＶ＝ＸＶＤＫ，ＤＫ＝［ＩＫ，
０］Ｔ，ＩＫ代表Ｋ×Ｋ的单位矩阵，０代表Ｋ×（Ｌ

３－Ｋ）的零
值矩阵．上标Ｈ代表共轭转置操作．

令 珋ｘ（ｌ２）ｉ 代表ＸＳＶ第ｉ行的ｌ２范数，定义 珔ｘ
（ｌ２）＝［珋ｘ（ｌ２）１ ，

…，珋ｘ（ｌ２）Ｎ ］
Ｔ，则ＤＯＡ估计问题即可转变为如下的 ｌ１范数

最小化问题

ｍｉｎ 珔ｘ（ｌ２） １ｓｕｂｊｅｃｔｔｏＣＳＶ＝珚ＡＸＳＶ （２８）
式（２８）中，· １代表ｌ１范数．

事实上，在有限的采样快拍下，只能获得观测模型

ＣＳＶ的估计值 Ｃ^ＳＶ．根据拉格朗日乘子法，带约束的优化
问题（２８）可以等效为如下的非约束形式

ｍｉｎ Ｃ^ＳＶ－珚ＡＸＳＶ
２
Ｆ＋ｈ珔ｘ

（ｌ２）
１ （２９）

式（２９）中，· Ｆ代表 Ｆ范数，ｈ为权衡稀疏性与估计
精度的正则化参数．优化问题（２９）是一个“ｇｒｏｕｐＬＡＳ
ＳＯ”问题，然而在统计领域已证明“ｇｒｏｕｐＬＡＳＳＯ”问题

是一个有偏问题，它对大系数的惩罚远大于小系数．因
此，本文采用加权ｌ１范数惩罚思想来改善估计精度．为
达到这一目的，本文通过求和平均运算构建其它四个

累积量矩阵，其第（珚ｍ，珋ｚ１）个元素分别表示为

Ｃ５（珚ｍ，珋ｚ１）＝
１
Ｌ∑

Ｍ

ｎ＝－Ｍ
ｃｕｍ ｕ［ｌ］ｍ （ｔ），ｕ

［ｌ］
ｎ （ｔ），ｕ

［ｌ］
ｎ（ｔ），ｕ

［ｌ］
ｐ （ｔ{ }）

＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ｃ４，ｓｋｃｏｓ

４（γｋ）ｅ
ｊｍωｋ（ｅｊｐωｋ） （３０）

Ｃ６（珚ｍ，珋ｚ１）＝
１
Ｌ∑

Ｍ

ｎ＝－Ｍ
ｃｕｍ ｕ［ｄ］ｍ （ｔ），ｕ

［ｄ］
ｎ （ｔ），ｕ［ｄ］ｎ （ｔ），ｕ

［ｄ］
ｐ （ｔ{ }）

＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ｃ４，ｓｋｓｉｎ

４（γｋ）ｅ
ｊｍωｋ（ｅｊｐωｋ） （３１）

Ｃ７（珚ｍ，珋ｚ１）＝
１
Ｌ∑

Ｍ

ｎ＝－Ｍ
ｃｕｍ ｕ［ｌ］ｍ（ｔ），ｕ

［ｌ］
ｎ （ｔ），ｕ

［ｄ］
ｎ （ｔ），ｕ

［ｄ］
ｐ （ｔ{ }）

＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ｃ４，ｓｋｃｏｓ

２（γｋ）ｓｉｎ
２（γｋ）ｅ

ｊｍωｋ（ｅｊｐωｋ） （３２）

Ｃ８（珚ｍ，珋ｚ１）＝
１
Ｌ∑

Ｍ

ｎ＝－Ｍ
ｃｕｍ ｕ［ｄ］ｍ （ｔ），ｕ

［ｄ］
ｎ （ｔ），ｕ［ｌ］ｎ（ｔ），ｕ

［ｌ］
ｐ （ｔ{ }）

＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ｃ４，ｓｋｓｉｎ

２（γｋ）ｃｏｓ
２（γｋ）ｅ

ｊｍωｋ（ｅｊｐωｋ） （３３）

其中，珚ｍ＝ｍ＋Ｍ＋１，珋ｚ１＝ｐ＋Ｍ＋１．
和获得式（２２）类似，定义

Ｃｗ（珚ｍ，珋ｚ１）＝Ｃ５（珚ｍ，珋ｚ１）＋Ｃ６（珚ｍ，珋ｚ１）＋Ｃ７（珚ｍ，珋ｚ１）＋Ｃ８（珚ｍ，珋ｚ１）

＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ｃ４，ｓｋｅ

ｊｍωｋ（ｅｊｐωｋ） （３４）

式（３４）的矩阵形式为
Ｃｗ＝ＡＣ４ｓＡ

Ｈ （３５）
式（３５）中，Ｃ４ｓ＝ｄｉａｇ［ｃ４，ｓ１，…，ｃ４，ｓＫ］．显然地，在有限的
快拍下只能得到Ｃｗ的估计值 Ｃ^ｗ．令 Ｕ^１代表 Ｃ^ｗ的Ｌ×
Ｌ右奇异值矩阵，^Ｕ１，ｎ为 Ｕ^１中 Ｌ－Ｋ个小特征值对应的
特征向量矩阵．则根据子空间理论，可得权值ｗｉ为

ｗｉ＝ａ
Ｈ（珋θｉ）^Ｕ１，ｎＵ^

Ｈ
１，ｎａ（珋θｉ） （３６）

　　如果 珋θｉ对应于某个信源的 ＤＯＡ，则由于信号子空
间与噪声子空间的正交性，权值 ｗｉ为小的系数．最终
ＤＯＡ估计可通过如下加权最小化优化问题获得

ｍｉｎ Ｃ^ＳＶ－珚ＡＸＳＶ
２
Ｆ＋ｈ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｗｉ 珋ｘ

（ｌ２）
ｉ （３７）

优化问题（３７）可直接通过内点法二阶锥规划
（ＳＯＣＰ）［２４］进行求解，其标准形式为

ｍｉｎ珋ｐ＋ｈ珋ｑ
ｓ．ｔ．　 （ｚＴ１，…，ｚ

Ｔ
Ｋ）

２
２≤珋ｐ，ｗ

Ｔｒ≤珋ｑ
（３８）

其中 珋ｘ（ｌ２）ｉ ≤ｒｉ，ｉ＝１，…，Ｎ
ｚｋ＝Ｃ^ＳＶ（ｋ）－珚ＡＸＳＶ（ｋ），ｋ＝１，…，Ｋ

式（３８）中，ｗ＝［ｗ１，…，ｗＮ］
Ｔ，ｒ＝［ｒ１，…，ｒＮ］

Ｔ，^ＣＳＶ（ｋ）和
ＸＳＶ（ｋ）分别为矩阵 Ｃ^ＳＶ和ＸＳＶ的第ｋ列．
３２　极化角度估计

为获得极化角度估计，本文构建三个特殊的累积
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量向量，分别表示为式（３９）～（４１）．

　ｃ１（珚ｍ，１）＝
２

（３Ｍ＋２）（Ｍ＋１）∑
０

ｎ＝－Ｍ
∑
Ｍ＋ｎ

ｐ＝－Ｍ

ｃｕｍ ｕ［ｌ］ｍ （ｔ），ｕ
［ｌ］
ｎ （ｔ），ｕ［ｌ］ｐ （ｔ），ｕ

［ｌ］
ｐ－ｎ（ｔ{ }）

＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ｃ４，ｓｋｃｏｓ

４（γｋ）ｅ
ｊｍωｋ （３９）

　ｃ２（珚ｍ，１）＝
２

（３Ｍ＋２）（Ｍ＋１）∑
０

ｎ＝－Ｍ
∑
Ｍ＋ｎ

ｐ＝－Ｍ

ｃｕｍ ｕ［ｄ］ｍ （ｔ），ｕ
［ｄ］
ｎ （ｔ），ｕ［ｄ］ｐ （ｔ），ｕ

［ｄ］
ｐ－ｎ（ｔ{ }）

＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ｃ４，ｓｋｓｉｎ

４（γｋ）ｅ
ｊｍωｋ （４０）

　ｃ３（珚ｍ，１）＝
２

（３Ｍ＋２）（Ｍ＋１）∑
０

ｎ＝－Ｍ
∑
Ｍ＋ｎ

ｐ＝－Ｍ

ｃｕｍ ｕ［ｌ］ｍ （ｔ），ｕ
［ｌ］
ｎ （ｔ），ｕ［ｄ］ｐ （ｔ），ｕ

［ｄ］
ｐ－ｎ（ｔ{ }）

＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ｃ４，ｓｋｃｏｓ

２（γｋ）ｓｉｎ
２（γｋ）ｅ

ｊｍωｋ （４１）

向量ｃ１到ｃ３的稀疏表示为
ｃ１＝珚Ａｘ１ （４２）
ｃ２＝珚Ａｘ２ （４３）
ｃ３＝珚Ａｘ３ （４４）

其中，ｘκ是Ｋ稀疏向量，κ∈｛１，２，３｝．如果信源信号ｋ由
珋θｉ入射到阵列，则ｘ１～ｘ３的第ｉ个元素非零且分别等于
ｃ４，ｓｋｃｏｓ

４（γｋ），ｃ４，ｓｋｓｉｎ
４（γｋ），ｃ４，ｓｋｓｉｎ

２（γｋ）ｃｏｓ
２（γｋ）．显然地，

如果ｘκ被重构出来，即可以得到极化角度的估计．为提
高估计精度，克服ＬＡＳＳＯ或直接ｌ１范数约束重构方法估
计偏的问题，本文利用Ｚｈａｎｇ惩罚［２５］来逼近ｌ０函数并相
继地获得渐进无偏的极化角度估计．Ｚｈａｎｇ惩罚可被看作
是两步ｌ１范数惩罚优化问题，第一步涉及的是一个ＬＡＳ
ＳＯ问题，然后根据ＬＡＳＳＯ的输出结果珔ｘκ和用户定义的
阈值τκ构建第二步加权ｌ１范数惩罚优化问题，即

ｍｉｎ ｃ^κ－珚Ａｘκ
２
２＋ｈ∑

Ｎ

ｉ＝１
｜ｘκ（ｉ）｜Ｉ（珘ｘκ（ｉ）≤τκ）（４５）

式（４５）中，^ｃκ代表 ｃκ的估计结果，Ｉ（·）代表示性函
数，表示为

Ｉ（ａ≤ｂ）＝
１，如果ａ≤ｂ
０，{ 其他

（４６）

在算法实施过程中，阈值 τκ必须满足０＜τ＜ｍｉｎ
｛珘ｘκ（珋ｋ）｝，珋ｋ∈Ｘ０，以保证Ｚｈａｎｇ惩罚逼近 ｌ０函数的误差
趋于０．Ｘ０代表珘ｘκ中非零元素位置索引的集合．

如文献［２５］所述，Ｚｈａｎｇ惩罚可以获得ｌ０函数的很
好逼近，并且相应的估计器是无偏的，这意味着本文在

样本足够多的条件下可以获得 ｘκ的渐近无偏估计．令
ｘ^κ代表由优化问题（４５）获得的最终估计结果，则极化
角度可通过下式获得，即

γ^ｋ＝
［ａｒｃｔａｎ（ ｘ^３（）／^ｘ１（槡 ））＋ａｒｃｔａｎ（ ｘ^２（）／^ｘ３（槡 ））］

２
（４７）

式（４７）中，ｋ∈［１，Ｋ］，为ｘ^κ中非零元素位置的索引．
此外，根据已估计的 γ^ｋ，本文还可以得到信号的累积量
估计值，即

ｃ^４，ｓｋ＝［^ｘ１（）／ｃｏｓ
４（^γｋ）＋ｘ^２（）／ｓｉｎ

４（^γｋ）　　
＋ｘ^３（）／ｃｏｓ

２（^γｋ）ｓｉｎ
２（^γｋ）］／３ （４８）

　　定理１　假定信号的累积量值相等，即ｃ４，ｓ＝．ｃ４，ｓ１ ＝
…＝ｃ４，ｓＫ，定义ρｋ＝［ｘ１（）ｘ２（）－ｘ

２
３（）］／ｃ

２
４，ｓ，若只有

一个信源信号由方向θ入射到阵列，则ρｋ＝０．如果有两
个信源信号由相同的方向 θ入射到阵列，而极化角度
γ１和γ２不同，则１＞ρｋ＞０，并且ρｋ随着γ１→π／２，γ２→０
或γ２→π／２，γ１→０而趋于最大值１．
　　证明　当只有一个信源信号由方向 θ入射到阵列
时，有

　ρｋ＝ｃｏｓ
４（γ）ｓｉｎ４（γ）－（ｃｏｓ２（γ）ｓｉｎ２（γ））２＝０ （４９）

当有两个信源信号由相同的方向θ入射到阵列时，
有式（５０）．
　ρｋ＝［（ｃｏｓ

４（γ１）＋ｃｏｓ
４（γ２））（ｓｉｎ

４（γ１）＋ｓｉｎ
４（γ２））

－（ｃｏｓ２（γ１）ｓｉｎ
２（γ１）＋ｃｏｓ

２（γ２）ｓｉｎ
２（γ２））

２］

＝ｃｏｓ４（γ１）ｓｉｎ
４（γ２）＋ｃｏｓ

４（γ２）ｓｉｎ
４（γ１）

－２ｃｏｓ２（γ１）ｓｉｎ
２（γ１）ｃｏｓ

２（γ２）ｓｉｎ
２（γ２）

＝（ｃｏｓ２（γ１）ｓｉｎ
２（γ２）－ｃｏｓ

２（γ２）ｓｉｎ
２（γ１））

２

＝ｓｉｎ２（γ２＋γ１）ｓｉｎ
２（γ２－γ１） （５０）

由于γ∈［０，π／２），并且γ１和γ２不同，则γ１＋γ２∈
（０，π），γ１－γ２∈（－π／２，０）∪（０，π／２），因此１＞ρｋ＞
０，并且ρｋ随着γ１→π／２，γ２→０或 γ２→π／２，γ１→０而趋
于最大值１．证毕．

注１：定理１说明当极化角度不同时，本文所提算法
可有效地区分两个入射角度相同的信源信号，并且区分

性能随着γ１→π／２，γ２→０或γ２→π／２，γ１→０而变好．
注２：本文极化参数估计的目的是为了在极化域区

分两个入射角度相同的信源信号，由于在实施过程中

只依靠极化角度即可完成区分（见定理１），故本文未进
行极化相位差的估计．
３３　算法步骤

本文所提算法步骤可总结如下：

　　步骤１　构建累积量矩阵Ｃ，Ｃｗ及累积量向量ｃｋ；
　　步骤２　对矩阵 Ｃ进行奇异值分解（ＳＶＤ）来降低
计算复杂度，得到ＣＳＶ＝珚ＡＸＳＶ；
　　步骤３　对矩阵 Ｃｗ进行奇异值分解，并利用信号
子空间与噪声子空间的正交性构建权值矩阵ｗ；
　　步骤４　基于加权ｌ１范数最小化方法和ＳＯＣＰ获得
ＤＯＡ估计；
　　步骤５　借鉴Ｚｈａｎｇ惩罚思想，在 ＬＡＳＳＯ估计初值
的基础上，利用式（４５）进行稀疏信号重构获得极化角
度估计；
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　　步骤６　通过ρｋ的值判断是否有两个信源信号由
相同的方向入射到阵列．

事实上，除算法本身外，正则化参数ｈ同样严重影响
算法的估计性能．大的ｈ会将非零元素压缩为零而导致
错误的估计，小的ｈ又会产生许多伪峰．本文通过大量仿
真实验得出：在０～１５ｄＢＳＮＲ下，ｈ＝１是一个很好的选
择．而在低ＳＮＲ下，为选择合理的正则化参数ｈ，则采用
统计中一种较为成熟的基于后验选取的参数选择方法，

即留一交叉验证来确定ｈ［２６］．将ｃ^κ均分为Ｌ份，包含训练
序列和验证序列．对于每个序列ｇ＝１，２，…，Ｌ，用参数ｈ
去匹配剩下的Ｌ－１个序列．给定ｘ^κ，ｇ后计算第 ｇ个部分
的预测误差，最终得到交叉验证误差为

ｅ（ｈ）＝１Ｌ∑
３

κ＝１
∑
Ｌ

ｇ＝１
ｃ^ｇκ－珚Ａ

ｇｘ^κ，ｇ（ｈ）
２
２ （５１）

式（５１）中，^ｃｇκ和 珚Ａ
ｇ分别代表 ｃ^κ和珚Ａ的第ｇ个部分．在

１附近以一定的步长选择不同的ｈ值进行验证，并选定
使ｅ（ｈ）最小的ｈ值作为最终的正则化参数值．

４　仿真与分析
　　本章通过仿真实验验证所提算法的性能，并与交
叉偶极子阵下最具代表性的ＥＳＰＲＩＴ算法和ＣＯＬＤ阵下
的ＭＵＳＩＣ算法以及 ＭＯＤＥ算法进行比较．仿真中采用
由７个阵元组成的均匀线阵，阵元间距ｄ＝λ／２，入射信
号功率相等，建模为 ｅｊζｔ，其中相位 ζｔ均匀分布在［０，
２π］．除实验３外，噪声均假定为高斯白噪声．以１°间隔
先对－９０°到９０°的空间进行粗网格划分，进而在估计
出的角度周围逐步细化网格．ＤＯＡ估计的均方根误差
（ＲＭＳＥ）通过５００次独立的ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真实验获得，
定义为

ｅｒｍｓｅ＝
１
５００Ｋ∑

５００

ｃ＝１
∑
Ｋ

ｋ＝１
（^θｋ，ｃ－θｋ）槡

２ （５２）

式（５２）中，Ｋ为信源个数，^θｋ，ｃ为第ｃ次实验获得的ＤＯＡ
估计值．
　　实验１　角度分辨率性能比较

为展示本文所提算法的角度分辨率性能，考虑两

个空间间隔很近的信源信号入射情况，入射角度分别

为θ１＝２５°，θ２＝３０°，相对应的极化参数（γ，η）分别为
（２０°，０°）和（６０°，０°）．ＳＮＲ＝５ｄＢ，快拍数为５００条件下
的空间谱输出如图２（ａ）所示，可以看到本文所提算法
和ＭＵＳＩＣ算法均能分辨两个信源信号．然而当把 ＳＮＲ
降为－５ｄＢ时，如图２（ｂ）所示，只有本文所提算法仍能
很好地区分两个信源信号，而 ＭＵＳＩＣ算法则模糊了两
个信号的谱峰．这说明本文所提算法具有更高的分辨
率特性．
　　实验２　高斯白噪声下角度估计性能比较

考虑两个窄带不相关信源 ＤＯＡ估计情况，入射角

度分别为θ１＝－１０°，θ２＝３０°，相对应的极化参数与实
验１相同．ＤＯＡ估计均方根误差随 ＳＮＲ和快拍数的变
化关系分别如图３（ａ）和图３（ｂ）所示．可以看出，本文
所提算法的ＤＯＡ估计性能虽然略低于 ＭＯＤＥ算法，但
在整个ＳＮＲ和采用快拍数域全面优于 ＥＳＰＲＩＴ算法．同
时需要说明的是，ＭＯＤＥ算法需要一个较好的初始估计
才能保证全局最优性，而本文所提算法由于基于凸优

化理论框架，无需较好的初始条件．
　　实验３　高斯色噪声下角度估计性能分析

除背景噪声假定为高斯色噪声外，其它实验条件

与实验２相同．噪声协方差矩阵 Ｎ的第（ｉ１，ｉ２）个元
素为

Ｎ（ｉ１，ｉ２）＝σ
２
ｎ０．９

（ｉ１－ｉ２）ｅｊπ（ｉ１－ｉ２）／１６ （５３）
其中，σ２ｎ为噪声功率．ＤＯＡ估计均方根误差随 ＳＮＲ和
快拍数的变化关系分别如图４（ａ）和图４（ｂ）所示．可以
看出，在高斯色噪声背景下，ＥＳＰＲＩＴ算法和ＭＯＤＥ算法
由于不能有效地区分信号子空间和噪声子空间而使估

计性能明显下降．作为对比，本文算法则保持了较好的
估计性能．
　　实验４　两种特殊入射情况下的估计结果

考虑两种特殊的信源信号入射情况，即（１）入射角
度不同，极化参数相同；（２）入射角度相同，极化角度不
同．ＳＮＲ＝１０ｄＢ，快拍数为１０００下１０次独立的仿真结
果分别如图５（ａ）和图５（ｂ）所示．图５（ａ）中三个信源
的入射角度分别为θ１＝－１０°，θ２＝３０°，θ３＝４５°，极化参
数（γ，η）均为（３０°，０°），可以看出信号入射角度不同时
本文算法不仅可以很容易地区分三个信源信号，而且
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可以获得很好的极化角度估计．图５（ｂ）中三个信源的
入射角度分别为θ１＝－１０°，θ２＝３０°，θ３＝３０°，相对应的
极化参数（γ，η）为（３０°，０°），（４５°，０°）和（０°，０°）．可以
看出，虽然图５（ｂ）中只出现了两个信源位置信息，但我

们发现ρ１ρ２＝０２４８０，这说明在极化角度不同时，即
便两个信源的入射角度一致，所提算法仍能有效地区

分它们．换句话说，本文算法可以更好的利用极化信息，
这是其它算法无法比拟的．

５　结论
　　本文在稀疏信号重构理论框架下提出了一种新的
ＤＯＡ和极化角度估计算法．该算法在累积量域构建稀
疏表示模型，并分别基于加权ｌ１范数最小化和 Ｚｈａｎｇ惩
罚策略实现高斯白／色噪声下的ＤＯＡ和极化角度估计．
借助估计的极化角度信息，该算法还可以有效区分两

个入射角度一样的信源信号．计算机仿真实验验证了
所提算法的有效性，并展示了其在分辨率、色噪声下估

计精度等方面的优势．
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